
6 カノニカル・アンサンブル

6.1 カノニカル・アンサンブルと自由エネルギー

一般にはミクロカノニカル・アンサンブルでの位相空間の体積を評

価するのは非常に困難である．また現実の系では外界とのエネル

ギーの出入りは不可避である．ここでは閉じた系でのエネルギーの

ゆらぎを考慮し，実現確率の重みのついた統計集団を考える．

[温度一定の系の確率分布]< 161, 162 >

熱浴 (heat bath, reservoir)Rの中の閉じた系 (system)Sを考え

よう．Rと Sを合わせた全体としては孤立系になっているとする．

つまりE = ER +ESは一定である．また，Rは Sよりはるかに大

きくER � ESとなっていると仮定する．孤立系R+Sに対し統計

力学の基本仮定に従ってミクロカノニカル分布を仮定すると，系S

がエネルギー Enのひとつの微視的な状態 n (これは位相空間内の

ある領域と考えてもよいが量子力学的状態 |n〉と考えるのがわかり
やすい)にいる確率 pnは，これを決める場合の数がnを指定したと

きにRが何通りの状態をとるかで決まるから

pn ∝ ΩR(ER) = ΩR(E − En) (1)

である．熱浴のエントロピー kB ln ΩR(E)をER � ES (= En)の条

件で展開する

SR(E) = kB ln ΩR(E − En)

= kB ln ΩR(E) − kB
∂ ln ΩR(E)

∂E
En + · · ·

= kB ln ΩR(E) − 1

TR
En + · · · (2)

(1)，(2)から

pn ∝ e−En/kBTR (3)

ここで (∂SR/∂E)−1で熱浴の温度 TRを定義した．

比例係数を規格化条件 (
∑

n pn = 1)を満たすように決めると次

のようになる．
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カノニカル・アンサンブル:
熱浴の中にある閉じた系で，ある微視的状態 nが実現する確
率は

pn =
e−En/kBT∑
n e

−En/kBT
(4)

となる．このようなアンサンブル (分布)をカノニカル・アン
サンブル (canonical ensemble，正準集団)あるいはカノニカ
ル分布 (canonical distribution)と呼ぶ．

系の温度 T は熱浴の温度 TRと同じと言ってよい．

古典力学では

1

(2πh̄)3N

∫
d3Np d3Nq ⇔ ∑

n

(5)

の対応を使って

ρc(pν , qν) =
exp [−βH(pν , qν)]

1

(2πh̄)3N

∫
d3Np d3Nq exp [−βH(pν , qν)]

(6)

と書くことができる．(必要ならばギブスの修正因子をつける．) 分

布関数がハミルトニアンのみの関数であることに注意しよう．

[カノニカル・アンサンブル]< 163, 164 >

全位相空間を体積の等しい細胞∆ωiに分割し，i番目の体積中

に含まれる系の代表点の数 niを考える．アンサンブル中の系の数

をN とすれば
N =

∑
i

ni (7)

エネルギーの平均値を U とすれば

NU = N〈E〉 =
∑

i

niEi (8)

ある分布 {ni}が実現される場合の数は 5.3と同じく

W ({ni}) =
N !∏
i

ni!
(9)

である．これを (7)，(8)の条件下で最大にする分布を求める．ラグ

ランジュの未定乗数法を使うと，W + λN − βNUが極値を取る条
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件は

∂

∂ni

[
N ln

N
e

−∑
i

ni ln
ni

e
+ λ

∑
i

ni − β
∑

i

niEi

]

=
∑

i

(− lnni + λ− βEi) = 0 (10)

つまり

ni = eλe−βEi (11)

が導かれる．したがって場合の数を最大にする分布での i番目の細

胞に系が入る相対確率は

pi =
ni

N =
e−βEi∑
i

e−βEi
(12)

となる．ここで βはエネルギーの平均値が与えられた値 U になる

よう，つまり

U = 〈E〉 =
∑

i

piEi (13)

となるように決める．さらに eλは (7)を満たすように決まる．

<パラメーター βの意味>< 164 − 166 >

(12)の未定乗数 βは 1/kBT だと思われるがそれを確かめよう．

その前にカノニカル分配関数 (canonical partition function)を次の

ように定義する．

Z(T, V,N) =
∑
n

e−βEn

=
1

(2πh̄)3N

∫
d3Np d3Nq e−βH(pν ,qν)

=
∫
dE g(E) e−βE (14)

ここで
∑

nは，古典統計ではすべての位相空間中の細胞についての

和をあらわすが，すべての微視的な量子状態についての和と解釈す

ればこのまま量子統計に使える．ある微視的状態が実現される確率

およびカノニカル分布関数は

pc n =
e−βEn

Z
(15)

ρc(pν , qν) =
e−βH(pν ,qν)

Z
(16)
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ミクロカノニカル分布のときのようにエントロピーを分布関数

の対数の平均値と定義する．

S = 〈−kB ln ρ〉ρc

= −kB

∑
n

pc n ln pc n

=
∑
n

pc n (kBβEn + kB lnZ)

= kBβ〈E〉 + kB lnZ (17)

こうして

S = kBβU + kB lnZ (18)

であることがわかる．この式の βは (8)から決まるエネルギーUの

関数であることに注意しよう．この式をUで微分すると温度が求め

られる

1

T
=
∂S

∂U
= kB

∂β

∂U
U + kBβ − kB

∂β

∂U
U = kBβ (19)

ただしここで

∂ lnZ

∂β
=

1

Z

∑
n

(−En)e−βEn = −U (20)

を使った．以上のことから

β =
1

kBT
(21)

(17)より

−kBT lnZ = U − TS = F (22)

なので，分配関数の対数がヘルムホルツ自由エネルギーと結びつく．
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ヘルムホルツ自由エネルギーの微視的な表現:

F (T, V,N) = −kBT lnZ(T, V,N) (23)

ここで分配関数 (β ≡ 1/kBT と略記)は微視的ハミルトニアン
から計算される．

Z(T, V,N) =
∑
n

e−βEn (24)

=
∫
dE g(E)e−βE (25)

=
1

(2πh̄)3N

∫
d3Np d3Nq e−βH(pν ,qν) (26)

必要ならば同種粒子であるために加えられるギブスの修正因
子 1/N !をつける．

次の形がわかりやすく記憶しやすい

e−βF (β,V,N) =
∑
n

e−βEn(V,N) (27)

すでに学んだように，ギブスの修正因子は量子力学では同種量

子がまったく区別できないことに起因する．この因子は粒子の交換

が可能な場合のみ必要で各粒子が別々のポテンシャルに束縛されて

いるような場合には不要である．ただしこの因子だけでは同種粒子

の問題は完全には解決できず，正しい扱いをするには状態和の取り

方を考え直さねばならない．低温ではそのことに起因する量子効果

が重要になる．
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6.2 理想気体

理想気体の物理量をカノニカル・アンサンブルを使って計算してみ

よう．

[分配関数]< 168, 169 >

ハミルトニアン

H(pν , qν) =
3N∑
ν=1

p2
ν

2m
(28)

から分配関数 (ギブス因子が必要)は

Z(T, V,N) =
1

N !(2πh̄)3N

∫
d3Np d3Nq e−β

∑3N

ν=1

p2
ν

2m

=
1

N !(2πh̄)3N
V N

3N∏
ν=1

∫ ∞

−∞
dpν e

−β
p2
ν

2m

=
V N

N !(2πh̄)3N

(
2mπ

β

)3N/2

=
V N

N !

(
mkBT

2πh̄2

)3N/2

(29)

熱的ドブロイ波長

λT =

√√√√ 2πh̄2

mkBT
=

h√
2πmkBT

(30)

を使うと分配関数は

Z(T, V,N) =
V N

N !λ3N
T

(31)

[ヘルムホルツ自由エネルギー]< 169 >

ヘルムホルツ自由エネルギーは

F (T, V,N) = −kBT lnZ(T, V,N)

= −NkBT


1 + ln


V
N

(
mkBT

2πh̄2

)3/2





= −NkBT ln

(
eV

Nλ3
T

)

これを微分して他の熱力学的諸量が求められる．

P (T, V,N) = −∂F
∂V

∣∣∣∣∣
T,N

=
NkBT

V
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S(T, V,N) = −∂F
∂T

∣∣∣∣∣
V,N

= NkB


5

2
+ ln


V
N

(
mkBT

2πh̄2

)3/2





µ(T, V,N) =
∂F

∂N

∣∣∣∣∣
T,V

= −kBT ln


V
N

(
mkBT

2πh̄2

)3/2



これから逆に内部エネルギーを求めてみると

U = F + TS =
3

2
NkBT (32)

内部エネルギーの関数としてのエントロピーは

S(U, V,N) = NkB


5

2
+ ln


V
N

(
mkBU

3πh̄2N

)3/2



 (33)

[相互作用のない系の一般論]< 172 − 174 >

全系が 1粒子ハミルトニアン h(�pi, �qi)で記述できる系の集まり

で，その要素間に相互作用がなければ

H(�p1 · · · �pN , �q1 · · ·�qN) =
N∑

i=1

h(�pi, �qi) (34)

要素粒子間に交換が起こりうる古典系なら

Z(T, V,N) =
1

N !(2πh̄)3N

∫
d3Np d3Nq e−β

∑N

i=1
h(�pi,�qi)

=
1

N !

N∏
i=1

∫ ∞

−∞
d3�pid

3�qi
(2πh̄)3

e−βh(�pi,�qi)

=
1

N !
Z(T, V, 1)N (35)

要素粒子間に交換が起こらない量子系なら，hのエネルギー固有値

が εn n = 0, 1, · · · ,∞で i番目の要素が状態 nにあるとすると，全

系の状態は各要素の準位の組 {n(i)}で指定されるので

E{n(i)} =
N∑

i=1

εn(i) (36)

Z(T, V, n) =
∑

{n(i)}
e−βE{n(i)}

=
∑

{n(i)}
e−β

∑N

i=1
εn(i)

=
∞∑

n(1)=0

· · ·
∞∑

n(i)=0

N∏
i=1

e−βεn(i)

=

( ∞∑
n=0

e−βεn

)N

= Z(T, V, 1)N (37)
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6.3 アンサンブル平均としての物理量

[物理量の期待値]< 178 − 179 >

古典統計では物理量は pと qの関数だから

〈f(pν, qν)〉ρ =
∫
d3Np d3Nq

(2πh̄)3N
ρ(pν , qν)f(pν , qν) =

∫
dω

h3N
ρf (38)

量子統計では 5.1でみたように ρnを状態 nの実現確率として

〈f̂〉ρ =
∑
n

ρn〈n|f̂ |n〉 (39)

と書ける．

平衡状態のアンサンブルとしてすでに見たのは次のふたつであ

る．

ミクロカノニカル：ρmc n ∝ const. (Eを指定)

カノニカル：ρc n ∝ e−βEn (温度 βを指定)

たとえば後者でのエネルギーの期待値は

〈H〉ρc =

∫
d3Np d3Nq

(2πh̄)3N
e−βH(p,q)H(p, q)

∫
d3Np d3Nq

(2πh̄)3N
e−βH(p,q)

(40)

あるいは量子状態についての平均という立場で見ると

U ≡ 〈H〉ρc =
∑
n

pc nEn =

∑
n

e−βEnEn∑
n

e−βEn
(41)

= − 1

Z

∂Z

∂β
= − ∂

∂β
lnZ =

∂

∂β
(βF )

= F + β
∂T

∂β

∂F

∂T
= F + TS (42)

となって熱力学の関係とまったく一致する．

エントロピーは分布関数の対数の期待値である．

S = 〈kB ln ρc〉ρc (43)

これが熱力学の関係と一致することは 6.1で見たとおりである．

圧力については容器の形を保ったまま大きさをゆっくり変えた

と考えるとわかりやすい．体積 V は容器の大きさを表すパラメタ
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とみなせる．量子力学ではH(V )に対しエネルギー固有値En(V )が

決まり，V をゆっくり変えると固有値は連続的に変わり状態間の遷

移は起こらない．このような変化を量子力学的な意味での断熱変化

(adiabatic change)と呼ぶ．このときのエネルギーの変化は外力の

する仕事だから微視的な状態nについての圧力が次のように定義で

きる

Pn ≡ −∂En(V )

∂V
(44)

熱力学的圧力はこの平均値だから

P =
∑
n

pc nPn =
1

Z

∑
n

e−βEn(V )

(
−∂En

∂V

)

=
1

Z

1

β

∂

∂V

∑
n

e−βEn(V )

=
1

β

∂

∂V
lnZ = −∂F

∂V

∣∣∣∣∣
β

(45)

となるので，これも熱力学の関係と一致する．

[非熱力学物理量の期待値]< 179 − 182 >

熱力学的量でないものも形式的に期待値の形で表されるものが

ある．たとえば分布関数は

ρ(�r1, · · ·�rN , �p1, · · · �pN ) =
〈
(2πh̄)3N

N∏
i=1

δ(�ri − �r′i)δ(�pi − �p′i)
〉

(46)

同様に，密度分布は (規格化は
∫
ρ d3�r = N)

ρ(�r) =
〈 N∑

i=1

δ(�r − �ri)
〉

(47)

運動量分布 (速度分布)は　 (規格化は
∫
ρ d3�p = N)

ρ(�p) =
〈 N∑

i=1

δ(�p− �pi)
〉

(48)
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6.4 ミクロカノニカル・アンサンブルとの関係

[分配関数と状態密度の関係]< 187 − 190 >

系がEとE + dEの間のエネルギーを持つ確率は (ひとつの状

態をとる確率) ×(状態密度)×dE だから

pc(E)dE =
∑

E<En<E+dE

e−βEn

Z(β)

=
e−βE

Z(β)
g(E)dE (49)

分配関数 (基底状態をエネルギーの原点にとると)をエネルギー積

分の形で書くと

Z(β) =
1

N !

∫ dω

h3N
e−βH(p,q)

=
∑
n

e−βEn =
∫ ∞

0
dE g(E)e−βE (50)

これから分配関数 Z(β)は状態密度 g(E)の Laplace変換であるこ

とがわかる．したがって逆変換によって Z(β)から状態密度が求め

られる．

Z(β) =
∫ ∞

0
dE g(E)e−βE (51)

g(E) =
1

2πi

∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ eβEZ(β) (52)

このことは熱力学的諸量を計算するために必要な微視的な系につい

ての知識は状態密度 (あるいはそのラプラス変換)だけであること

がわかる．

カノニカル分布の分配関数 Z(β)は Helmholtz自由エネルギー

F (β)を与え，ミクロカノニカル分布の状態密度 g(E)はエントロ

ピー S(E)を与える．

F (β) = − 1

β
lnZ(β) (53)

S(E) = kB lnΩ(E) = kB ln [g(E)∆E] (54)

<(52)の証明>
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ラプラス逆変換の公式の証明は，βを実部と虚部に分けて β =

β ′ + iβ′′と書くと
∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ eβEZ(β) =

∫ ∞

−∞
idβ ′′ e(β

′+iβ′′)E
∫ ∞

0
dE ′ g(E ′)e−(β′+iβ′′)E′

=
∫ ∞

0
dE ′ g(E ′)

∫ ∞

−∞
dβ ′′ eβ′(E−E′)eiβ′′(E−E′)

=
∫ ∞

0
dE ′ g(E ′)eβ′(E−E′)2πiδ(E − E ′) (55)

<自由粒子の g(E)の形>

一辺の長さLの箱に入った1個の粒子 (内部自由度はないとする)

Σ(E,L3, 1) =
ω(E)

(2πh̄)3
=

1

h3

4π

3
L3(2mE)3/2 (56)

より

g(E) =
∂Σ(E)

∂E
=

V√
2π2h̄3

m1/2E1/2 (57)

N 個の粒子では

Σ(E, V,N) =
ω(E,L3, N)

(2πh̄)3NN !

=
1

(2πh̄)3N

V N

N !

π3N/2

3N
2

Γ(3N
2

)
(2mE)3N/2

∼ V N
(
e

N

)N (
2e

3N

)3N/2

E3N/2

∼
(
V

N

)N (
E

N

)3N/2

(58)

とEの粒子数乗で急増する．これからボルツマン因子との積は

g(E)e−βE ∼
(
V

N

)N (
E

N

)3N/2 (
e−β(E/N)

)N
(59)

のような変化をする．

[エネルギーの最頻値]< 192, 193 >

カノニカル・アンサンブルで系があるエネルギーをとる確率密

度は

pc(E) =
e−βE

Z(β)
g(E) (60)

である．e−βEはエネルギーとともに急速に減少し g(E)は急速に増

大する．その積は非常に鋭いピークを持つ．pc(E)が最大となるのは

∂pc

∂E
=

1

Z

(
∂g

∂E
− gβ

)
e−βE = 0 (61)
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をみたすE = E∗のときである．この条件を書きかえると

1

kBT
=

1

g

∂g

∂E

∣∣∣∣∣
E=E∗

=
∂ ln Ω

∂E

∣∣∣∣∣
E=E∗

(62)

つまり
∂S

∂E

∣∣∣∣∣
E=E∗

=
1

T
(63)

温度 T のカノニカル・アンサンブルのエネルギーの最頻値 (pc(E)

のピークを与えるE∗)はミクロカノニカル・アンサンブルのエネル

ギーと一致することがわかる．

[エネルギーのゆらぎ]< 193, 194 >

カノニカル・アンサンブルではエネルギーが最頻値E∗のまわり

である幅を持つ．このエネルギーのゆらぎ幅は

〈(∆E)2〉 = 〈E2〉 − (〈E〉)2 (64)

カノニカル・アンサンブルでは

U =

∫
dE g(E)Ee−βE

Z(β)
(65)

だから

∂U

∂β
= − 1

Z

∫ ∞

0
dE g(E)E2e−βE +

1

Z2

(∫ ∞

0
dE g(E)Ee−βE

)2

= −〈(∆E)2〉 (66)

これからエネルギーのゆらぎは比熱と次の関係にあることがわかる．

〈(∆E)2〉 = −∂U
∂β

= kBT
2∂U

∂T
= kBT

2CV (67)

ゆらぎの相対的な大きさは
√
〈(∆E)2〉
〈E〉 =

√
kBT 2CV

〈E〉 ∼
√
kBT 2NkB

NkBT
∼ 1√

N

N→∞→ 0 (68)

つまり大きな系ではゆらぎは相対的には全く無視できる．

[確率分布と熱力学量の関係]< 195 >

pc(E)の分布を熱力学的な量を使って表してみよう．kB ln (g(E)∆E) =

S(E)より g(E) ≈ eS(E)/kB だからE = E∗の周りで指数関数の中を
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展開して

pc(E) ∼ e−βEg(E)

≈ eS(E)/kBe−E/kBT

= exp

{
1

kBT

[
S(E∗)T − E∗ +

T
dS

dE

∣∣∣∣∣
E=E∗

(E − E∗) − (E − E∗)

+T
1

2

d2S

dE2

∣∣∣∣∣
E=E∗

(E − E∗)2 + · · ·
]}

≈exp
[
− 1

kBT
(U − TS)

]
exp

[
− 1

2kBT 2CV
(E − U)2

]
(69)

E∗を決める条件から 1次の項は消える．これはガウス分布であり，

E∗ = U なので，最頻値と平均値は一致する．第 1因子は e−F/kBT

であるが，この式は確率分布なのでこのことにとくに意味はない．

pc(E)の積分が 1という条件から定数係数は決まり (2πkBT
2CV )−1/2

である．
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U(S, V,N) dU = TdS − PdV + µdN

S(U, V,N) dS =
1

T
dU +

P

T
dV − µ

T
dN

H = U + PV dH = TdS + V dP + µdN

F = U − TS dF = −SdT − PdV + µdN

G = U − TS + PV = µN dG = −SdT + V dP + µdN

Φ = F − µN = −PV dΦ = −SdT − PdV −Ndµ

pci =
e−Ei/kBT∑
i e

−Ei/kBT

Z(T, V,N) =
∑

i

e−βEi =
1

N !(2πh̄)3N

∫
d3Np d3Nq e−βH(pν ,qν) =

∫
dE g(E) e−βE

pc(E) =
e−βE

Z(β)
g(E)

Fideal gas(T, V,N) = −NkBT


1 + ln


V
N

(
mkBT

2πh̄2

)3/2



 = −NkBT ln

(
eV

Nλ3
T

)

Zmagnet(T,H) =
j∑

m=−j

eβgµBHm

Zrotation =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

e−βεl,m =
∞∑
l=0

(2l + 1) exp

[
− h̄2

2IkBT
l(l + 1)

]

〈xi
∂H
∂xk

〉 = δikkBT

pgc i,N =
e−β(E

(N)
i −µN)

∞∑
N=0

∞∑
i=0

e−β(E
(N)
i −µN)

Z(β, V, µ) =
∞∑

N=0

∞∑
i=0

e−β(E
(N)
i −µN) =

∞∑
N=0

eβµNZ(β, V,N) =
∞∑

N=0

∫ ∞

0
dE gN(E)e−β(E−µN)

pgc(E,N) =
e−β(E−µN)

Z(β, V, µ)
gN(E)

∫ ∞

−∞
e−ax2

dx =

√
π

a
lnn! ≈ n ln

n

e
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